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Введение.

Геометрия начинается с треугольника. Вот уже два с половиной тысячелетия треугольник является символом геометрии. Постоянно открываются его новые свойства. Чтобы рассказать обо всех известных свойствах треугольника, потребуется большое количество времени. Меня заинтересовали так называемые «Замечательные точки треугольника». Примером таких точек является точка пересечения биссектрис. Замечательно то, что если взять три произвольные точки пространства, построить из них треугольник и провести биссектрисы, то они (биссектрисы) пересекутся в одной точке! Казалось бы, это не возможно, потому что мы взяли произвольные точки, но это правило действует всегда. Подобными свойствами обладают и другие «замечательные точки»

После прочтения литературы по данной теме, я зафиксировал для себя определения и свойства пяти замечательных точек и треугольника. Но на этом моя работа не закончилась, мне захотелось самому исследовать эти точки. 

Поэтому цель данной работы – изучение некоторых замечательные свойства треугольника, и исследование ортоцентрического треугольника. В процессе достижения поставленной цели можно выделить следующие этапы: 

1. Подбор литературы, с помощью преподавателя

2. Изучение основных свойств замечательных точек и линий треугольника 

3. Обобщение этих свойства

4. Составление и решение задачи, связанной с ортоцентрическим треугольником

Полученные результаты я изложил в данной научно-исследовательской работе. Все чертежи я выполнил с использованием компьютерной графики (векторный графический редактор CorelDRAW).

Ортоцентр. (Точка пересечения высот)
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Докажем, что высоты пересекаются в одной точке. Проведём через вершины А, В и  С треугольника АВС прямые, параллельные противоположным сторонам. Эти прямые образуют треугольник А1В1С1. высоты треугольника АВС являются серединными перпендикулярами к сторонам треугольника А1В1С1. следовательно, они пересекаются в одной точке – центре описанной окружности треугольника А1В1С1. Точка пересечения высот треугольника называется ортоцентром (H).

Ицентр – центр вписанной окружности.

(Точка пересечения биссектрис)
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Докажем, что биссектрисы углов треугольника АВС пересекаются в одной точке. Рассмотрим точку О пересечения биссектрис углов А и В. любые точки биссектрисы угла А равноудалена от прямых АВ и АС, а любая точка биссектрисы угла В равноудалена от прямых АВ и ВС, поэтому точка О равноудалена от прямых АС и ВС, т.е. она лежит на биссектрисе угла С. точка О равноудалена от прямых АВ, ВС и СА, значит, существует окружность с центром О, касающаяся этих прямых, причём точки касания лежат на самих сторонах, а не на их продолжениях. В самом деле, углы при вершинах А и В треугольника АОВ острые поэтому проекция точки О на прямую АВ лежит внутри отрезка АВ. 

Для сторон ВС и СА доказательство аналогично.

Ицентр обладает тремя свойствами:
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I. Если продолжение биссектрисы угла С пересекает описанную окружность треугольника АВС в точке М, то МА=МВ=МО. 
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II. Если АВ  - основание равнобедренного треугольника АВС, то окружность, касающаяся сторон угла АСВ в точках А и В, проходит через точку О.
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III. Если прямая, проходящая через точку О параллельно стороне АВ, пересекает стороны ВС и СА в точках А1 и В1, то А1В1=А1В+АВ1.

Центр тяжести. (Точка пересечения медиан)
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Докажем, что медианы треугольника пересекаются в одной точке. Рассмотрим для этого точку М, в которой пересекаются медианы АА1 и ВВ1. проведём в треугольникеВВ1С среднюю линию А1А2, параллельную ВВ1. тогда А1М:АМ=В1А2:АВ1=В1А2:В1С=ВА1:ВС=1:2, т.е. точка пересечения медиан ВВ1 и АА1 делит медиану АА1 в отношении 1:2. Аналогично точка пересечения медиан СС1 и АА1 делит медиану АА1 в отношении 1:2. Следовательно, точка пересечения медиан АА1 и ВВ1 совпадает с точкой пересечения медиан АА1 и СС1.

Если точку пересечения медиан треугольника соединить с вершинами, то треугольники разобьётся на три треугольника равной площади. В самом деле, достаточно доказать, что если Р – любая точка медианы АА1 в треугольнике АВС, то площади треугольников АВР и АСР равны. Ведь медианы АА1 и РА1 в треугольниках АВС и РВС разрезают их на треугольники равной площади.

Справедливо и обратное утверждение: если для некоторой точки Р, лежащей внутри треугольника АВС, площади треугольников АВР, ВСР и САР равны, то Р – точка пересечения медиан. 

У точки пересечения есть ещё одно свойство: если вырезать треугольник из какого-либо материала, провести на нём медианы, закрепить в точке пересечения медиан подвез и закрепить подвес на штативе, то модель (треугольник) будет находиться в состоянии равновесия, следовательно, точка пересечения есть ни что иное, как центр тяжести треугольника.

Центр описанной окружности.
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Докажем, что существует точка, равноудалённая от вершин треугольника, или, иначе, что  существует окружность, проходящая через три вершины треугольника. Геометрическим местом точек, равноудалённых от точек А и В, является перпендикуляр к отрезку АВ, проходящий через его середину (серединный перпендикуляр к отрезку АВ). Рассмотрим точку О, в которой пересекаются серединные перпендикуляры к отрезкам АВ и ВС. Точка О равноудалена от точек А и В , а также от точек В и С. поэтому она равноудалена от точек А и С, т.е. она лежит и на серединном перпендикуляре к отрезку АС.

Центр О описанной окружности лежит внутри треугольника, только если этот треугольник остроугольный. Если же треугольник прямоугольный, то точка О совпадает с серединой гипотенузы, а если угол при вершине С тупой, то прямая АВ разделяет точки О и С.
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В математике часто бывает так, что объекты, определённые совсем по-разному, оказываются совпадающими. Покажем это на примере.

Пусть А1, В1, С1 – середины сторон ВС, СА и АВ. Можно доказать, что окружности, описанные около треугольников АВ1С, А1ВС1 и А1В1С1 пересекаются в одной точке, причём эта точка – центр описанной окружности треугольника АВС. Итак, у нас есть две, казалось бы, совсем разные точки: точка пересечения серединных перпендикуляров к сторонам треугольника АВС и точка пересечения описанных окружностей треугольников АВ1С1, А1ВС и А1В1С1. а оказывается, что эти две точки совпадают.

Прямая Эйлера.
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Самым удивительным свойством замечательных точек треугольника является то, что некоторые из них связаны друг с другом определёнными соотношениями. Например, центр тяжести М, ортоцентр Н и центр описанной окружности О лежат на одной прямой, причём точка М делит отрезок ОН так, что справедливо соотношение ОМ:МН=1:2. Эта теорема была доказана в 1765 г. швейцарским учёным Леонардо Эйлером.
Ортоцентрический треугольник.
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Ортоцентрический треугольник (ортотреугольник) – это треугольник (МNК), вершинами которого служат основания высот данного треугольника (АВС). Этот треугольник обладает многими интересными свойствами. Приведем одно из них.

Свойство.

Доказать:

Треугольники AKM, CMN и BKN подобны треугольнику АВС; 

Углы ортотреугольника MNK таковы: L KNM = π  - 2 L A, L KMN = π – 2 L B, L MNK = π -  - 2 L C. 

Доказательство:

Имеем AB cos A, AK cos A. Следовательно, AM/AB = AK/AC.

Т.к. у треугольников ABC и AKM угол А – общий, то они подобны, откуда заключаем, что угол L AKM = L C. Поэтому L BKM = L C. Далее имеем L MKC = π/2 – L C, L NKC = π/2 – - - L C, т.е. СК – биссектриса угла MNK. Итак, L MNK = π – 2 L C. Аналогично доказываются остальные равенства. 

Заключение.

В заключение данной научно-исследовательской работы можно сделать следующие выводы:

1. Замечательными точками и линиями треугольника являются:

· ортоцентр треугольника - это точка пересечения его высот;

· ицентр треугольника – это точка пересечения биссектрис;

· центр тяжести треугольника - это точка пересечения его медиан;

· центр описанной окружности  – это точка пересечения серединных перпендикуляров;

· прямая Эйлера – это прямая, на которой лежат центр тяжести, ортоцентр и       центр описанной окружности.

2. Ортоцентрический треугольник делит данный треугольник на три подобных данному.

Проделав данную работу, я узнал много нового о свойствах треугольника. Данная работа явилась актуальной для меня с точки зрения развития моих знаний в области математики. В дальнейшем я предполагаю развивать эту интереснейшую тему.
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